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INTRODUZIONE.-

In fisica, lo studio del moto browniano colloidale ha una lunga storia che inizia con la famosa
opera di Einstein [1] ; la comprensione del suo meccanismo è stata sistematicamente sviluppata
nella teoria cinetica [2, 3] . In particolare, dalla dinamica microscopica newtoniana, le equazioni di
Boltzmann e Langevin sono derivate rispettivamente per la dinamica mesoscopica e
macroscopica. Questa struttura è una base rigida per vari sistemi di non equilibrio (ad esempio,
materia attiva, gas granulare, cricchetti Feynman e flusso del traffico[4-10] ), e il suo fondamento
sperimentale diretto è stato rivisitato a causa delle recenti scoperte tecnologiche [11, 12] .

Alla luce di questo successo, è naturale applicare questa struttura oltre la fisica alle scienze
sociali [13] , come la finanza. In effetti, il concetto di passeggiate casuali è stato storicamente
inventato per la dinamica dei prezzi da Bachelier prima di Einstein [14] , e le sue somiglianze con il
movimento fisico Browniano (ad esempio, la relazione di dissipazione-fluttuazione) sono
intensamente studiate dalla recente analisi dei dati ad alta frequenza [15] ] . Come idea nella fisica
statistica, le dinamiche dei mercati finanziari dovrebbero essere chiarite dai primi principi
estendendo la teoria cinetica.

Sebbene questa idea sia attraente, la descrizione cinetica non è stata stabilita per il movimento
finanziario browniano. Perché questa idea non è stata ancora realizzata? Dal nostro punto di vista,
il problema più grande è l'assenza di modelli microscopici stabiliti; esistono convalide empiriche di
mesoscopia[15-21] e modelli macroscopici[22-28] , mentre nessun modello microscopico è stato
convalidato da un'analisi empirica diretta. Anzi, precedenti modelli microscopici[29-33] erano
puramente teorici e non hanno prove quantitative al microscopio. Per superare questo problema
cruciale come scienza empirica, è necessario collegare due anelli mancanti: (i) creazione del
modello microscopico mediante osservazione diretta della dinamica dei commercianti [Fig. 1 (a) ]
e (ii) costruzione di una teoria cinetica per mostrare la sua coerenza con i risultati mesoscopici e
macroscopici [vale a dire, il libro degli ordini e la dinamica dei prezzi, Figg. 1 (b) , 1 (c) ].
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FIGURA. 1.
+ Apri in una nuova finestra

Gerarchie per i movimenti browniani finanziari per le dinamiche microscopiche,
mesoscopiche e macroscopiche.

In questa lettera, presentiamo le soluzioni corrispondenti mediante l'osservazione diretta delle
dinamiche del trader ad alta frequenza (HFT) in un mercato di valute estere (FX): (i) un modello
microscopico di HFT è stabilito mediante prove microscopiche dirette e (ii) corrispondenti la
teoria cinetica viene sviluppata per mostrare la sua coerenza con le prove mesoscopiche e
macroscopiche. Abbiamo analizzato i dati degli ordini con identificatori di operatori anonimi (ID)
per tracciare le traiettorie di tutti gli individui. Abbiamo trovato una legge empirica riguardante il
trend seguito tra gli HFT, che non è stato catturato dai precedenti modelli di ordini.
Sorprendentemente, questa proprietà induce la mozione collettiva del portafoglio ordini e conduce
naturalmente la struttura stratificata del libro degli ordini [15]. Introduciamo quindi un
corrispondente modello microscopico di HFT trend-following. A partire dalle loro "equazioni del
moto", le equazioni simili a quelle di Boltzmann e di Langevin sono derivate dal libro degli ordini e
dalle dinamiche dei prezzi. Un accordo quantitativo è finalmente mostrato con i nostri risultati
empirici. Il nostro lavoro apre le porte a descrizioni sistematiche della finanza basate su prove
microscopiche.

DINAMICA MICROSCOPICA OSSERVATA.-

Abbiamo analizzato i dati FX ad alta frequenza tra il dollaro USA (USD) e lo Yen giapponese (JPY)
sui servizi di brokeraggio elettronico per una settimana a giugno 2016. L'unità monetaria utilizzata
in questo studio è di 0,001 yen, denominata decima pip (tpip ). Qui ci siamo concentrati in
particolare sulle dinamiche degli HFT [34] , spesso inviando o cancellando ordini secondo
algoritmi (vedi Materiale supplementare [35] ). Le tipiche traiettorie dei prezzi quotati bid e ask
sono illustrate nelle Figg. 2 (a) -2 (c) per i 3 principali HFT. Modificano i loro prezzi quotati per invio
e cancellazione successivi ad alta velocità in genere entro pochi secondi; quasi il 99% delle loro
osservazioni è stato infine cancellato senza transazioni (vedere Materiale supplementare [35] ).
Con le citazioni a due facce svolgono anche il ruolo di fornitori di liquidità [40, 41] secondo la
regola del mercato, mantenendo l'equilibrio tra l'offerta e il book degli ordini. Si è osservato che gli
spread di vendita-vendita, la differenza tra i migliori prezzi di offerta e di domanda per un singolo
HFT, fluttuavano intorno a determinate costanti di tempo (vedere gli inset per le loro distribuzioni).

FIGURA. 2.
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⟨ Δ z i ⟩ Δ p  ≈ c i  tanh , V Δ p [Δ z i ] ≈  σ 2 
i

 ,

(1)

(a) - (c) Le vite degli ordini sono tracciate come traiettorie per i 3 principali HFT. I
commercianti tipici tendono verso citazioni continue su due lati, con la diffusione del buy-sell
che fluttua intorno a una costante temporale unica per il trader. La percentuale di citazioni
bilaterali tra HFT era del 48,4% (vedi Materiale supplementare [35] ). (d) Quantificazione del
trend seguito per i singoli operatori, dove Δ pe Δ z i sono i movimenti del prezzo di mercato e
il prezzo medio del primo trader, rispettivamente.  

Riportiamo quindi la legge microscopica empirica per la strategia che segue i trend dei singoli
trader. L'offerta e chiedere i prezzi quotati della parte superiore i th HFT sono indicati con b i e un 

io (vedi Supplemental materiale [35] ). Abbiamo esaminato il movimento medio del prezzo medio
quotato del commerciante z i  ≡ ( b i  + a i ) / 2 tra le transazioni subordinato al movimento di
prezzo del mercato precedente negoziato [Fig. 2 (d) ]. Qui introduciamo il tempo di battito T      

come tempo intero incrementato da ogni transazione.L'intervallo di transazione medio è di 9,3
secondi durante questa settimana.Poiché gli HFT tipici modificano frequentemente il loro prezzo
tra le transazioni, qui si studia la tendenza degli HFT seguendo con precisione a un tick, per i primi
20 HFT (Fig.  3 ), abbiamo trovato che la media e la varianza del movimento Δ z i ( T ) ≡ z i ( 

T + 1 ) -  z i ( T ) obbedivano

dove la media condizionale ⟨ ... ⟩ Δ p viene presa quando l'ultima variazione di prezzo è Δ p ( T - 

1 ) ≡ p ( T ) - p ( T - 1 ) e Δ z i  ≠ 0 (vedi Materiale supplementare [35] ) e la varianza
condizionale è definito da V Δ p [ Δ z i ] ≡ ⟨     ( Δ z i  - ⟨Δ zi ⟩ Æ p )

2
⟩Æp i. Qui,p(T )è il

prezzo di transazione del mercato altickT , eci,Δp*i
, σ 2 i

sono costanti caratteristiche uniche per il

trader e indipendenti daΔp. I loro valori tipici sono stati trovatici ≈ 6,0tpip,Δp*i
≈ 7,5tpip eσ ≈

14,5         tpip. La nostra scoperta (1) implica che la reazione dei trader è lineare per le piccole

tendenze ma satura per le grandi tendenze e quantifica il movimento collettivo degli HFT.
Sorprendentemente, un comportamento simile è stato riportato da un'analisi dei dati di
movimento dei prezzi con precisione di un mese [42] .

FIGURA. 3.
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(a) Media Δ z i ipotizzando movimenti di prezzo precedenti di Δ p e un operatore attivo con 
Δ z i  ≠ 0 . Il comportamento può essere adattato dalla curva master (1) per i 20 principali
HFT introducendo i parametri di scala Δ p * i e c i . (b) Deviazione standard condizionale sul

movimento dei prezzi Δ p , che mostra che la casualità associata al trend successivo è
indipendente da Δ p .       

= c tanh + σ η R 
i  ( t ) ,

(2)

p ( t + 0 ) = b i (t), Δ p ( t + 0 ) = b i ( t ) - p ( t ) ,

(3)

z i (t + 0) =  z i (t) - , z j (t + 0) =  z j (t) + .

(4)

MODELLO MICROSCOPICO.-

Qui introduciamo un modello microscopico minimo di HFT che incorpora i caratteri sopra.
Facciamo quattro ipotesi: (i) il numero di operatori è sufficientemente ampio; (ii) i trader citano
sempre sia i prezzi bid che ask (per il ith trader, b i e a i ) contemporaneamente con un volume
unitario; (iii) gli spread buy-sell sono costanti di tempo esclusive per gli operatori con distribuzione
ρ ( L ) . Le dinamiche del trader sono quindi caratterizzate dal midprice z i  ≡ ( b i  + a i ) / 2 ;
e (iv) le passeggiate casuali che seguono le tendenze sono assunte nella dinamica microscopica
[Figg. 4 (a) -4 (c) ],    

con forza per la tendenza seguente c , movimento di prezzo precedente Δ p , e rumore gaussiano
bianco σ η 

R i
 con varianza σ 2 . Qui, c , Δ p * e σ sono considerati condivisi per tutti i trader per

semplicità. In questo modello, gli HFT modificano frequentemente il loro prezzo quotato per invio
e cancellazione successivi. In effetti, questo modello può essere riformulato come un processo di
modifica dei prezzi di Poisson con un alto tasso di annullamento (vedi Materiale supplementare

[35] ). Dopo la transazione a j ( t ) = b         i (t ) [Fig. 4 (b) ], il prezzo di mercato aggiornato e il

movimento corrispondente sono registrati come

e si verifica un salto della requotazione [Fig. 4 (c) ],



d z i ( t ) 

d t

Δ p ( t ) 

Δ p *

 L i

 2

 L j

 2



Qui, t + 0 implica il tempo dopo la transazione. Un carattere unico di questo modello è il
movimento collettivo degli ordini a causa della tendenza seguente [Fig. 4 (d) ]. Per Δ p > 0 , la
variazione del volume di offerta (chiedere) tende ad essere positiva (negativa) vicino al prezzo
migliore [Fig. 4 (e) ], coerentemente con la struttura del libro degli ordini a strati [15] .  

FIGURA. 4.
+ Apri in una nuova finestra

Schema del modello microscopico (2) . (a) Il prezzo medio di ciascun operatore obbedisce
alle passeggiate casuali che seguono la tendenza. (b) La transazione ha luogo dopo la
corrispondenza dei prezzi b i  = a j con il prezzo di transazione del mercato p e il suo
movimento Δ p    aggiornato. (c) Una coppia di trader richiede la propria offerta e chiede i

prezzi simultaneamente dopo le transazioni. (d) Movimento collettivo di ordine d'ordine
indotto dalla tendenza seguente. (e) Il cambio di volume nel book di negoziazione dell'offerta
(chiedere) è positivo (negativo) vicino al miglior prezzo in media per Δ p > 0 . 

φ L L '  (r,  r ' ) ≈  φ L (r) φ L '  (r'),

(5)

FORMULAZIONE CINETICA.-

Presentiamo quindi una soluzione analitica a questo modello (2) secondo la teoria cinetica [2, 3] .
Per prima cosa introduciamo la distanza relativa r i  ≡ z i  - z c . m . dal "centro di massa" z c . 

m . ≡ Σ 
i 

z i / N  [Fig. 4 (a) ], dove l'effetto trend-following nell'Eq. (2) è assorbito nella dinamica
di z c . m . . La dinamica di r     i diventare più semplice perché gli effetti che seguono la

tendenza scompaiono in questo frame mobile (vedi Materiale supplementare [35] ). In seguito
introdurremo la distribuzione di probabilità di un corpo (due corpi) come φ L ( r ) [ φ L L '  ( r , r '

 ) ] subordinatamente agli spread di compravendita degli operatori. Dal modello microscopico (2) ,
l'equazione gerarchia più basso ordine derivata come ∂ Phi; L / ∂ t = ( σ 2 / 2 ) ( ∂ 2  

 Phi; L /  + ∂ r 2 ) N  Σ 
s  = ± 1  ∫ d L ' ρ( L ' )[ J s 

L L '
 (r + s L / 2 ) - J s 

L L '
 ] con J 

s L L '  ( 

r ) ≡ ( Σ 2 / 2 ) | ~ ∂  r r '  | φ L L '  ( r , r ' ) | r - r ' = s ( L + L ' ) / 2 e | ~ ∂ r r '  | f ≡ | ∂ f / ∂ r | + 

| ∂ f / ∂  r ' | (Vedi Materiale supplementare [35]). Assumendo "caos molecolare"

deriviamo l'equazione di Boltzmann con gli integrali di collisione per il portafoglio ordini,





≈ + N Σ 
s = ± 1

 ∫ d L ' ρ ( L ' ) [ ~ J
 s 

L L '  ( r + s L / 2 ) - ~ J
 s 

L L '  ] ,

(6)

Δ p ( T + 1 ) = c τ ( T ) tanh + ζ ( T ) ,

(7)

ρ ( L ) = e - L / L *  ,

(8)

f A (r) = [ ( 2 + )  sinh - ]  .

(9)

con ~ J  s L L '  ( R ) ≡ ( σ 2 / 2 ) | ~ ∂ r r '  | { φ L ( r ) φ L '  ( r ' ) } | r - r '  = s ( L + L '  ) / 2 . Qui, s 

= + 1 ( s    =  - 1 ) rappresenta le transazioni come offerente (richiedente). Poiché i

commercianti mostrano un movimento collettivo derivante dalla tendenza a seguire, un'equazione
di tipo Langevin è anche derivata dalla descrizione macroscopica del modello (2) ,

dove τ ( T ) e ζ ( T ) sono intervalli di tempo della transazione e rumore casuale al T     tick,

rispettivamente. Il primo termine che segue la tendenza corrisponde all'inerzia del momento
nell'equazione di Langevin convenzionale.

Le equazioni  (6) e (7) possono essere valutate analiticamente per N → ∞ . Per prima cosa
impostiamo la distribuzione dello spread di compravendita come 

con lunghezza di decadimento L *  = 15,5 ± 0,2 tpip, validata empiricamente nel nostro set di
dati [Fig. 5 (a) e materiale supplementare [35] ]. La soluzione all'Eq. (6) per N → ∞ è dato da φ L

 ( r ) = ( 4 / L 2 ) max { L / 2 - | r | L   , 0 } . Il profilo medio del libro degli ordini

 f A (r ) = ∫ d L ρ ( L ) φ L ( r - / 2 )  viene quindi dato per r > 0 di 

Le statistiche di τ ( T ) nel modello macroscopico (7) sono derivate dal modello mesoscopico (6)
, e la coda del movimento dei prezzi è approssimativamente data da 

∂ φ L

 ∂ t

σ 2

 2

∂ 2 φ L

 ∂ r 2

Δ p ( T ) 

Δ p *

L 3

 6 L * 4

 4 e 
-  3 r 

2 L *

3 L *
r 

L *

r 

2 L *
r e 

- 
r 

2 L *

2 L *



P ( ≥ | Δ p | ; κ ) ≈ e - | Δ p | / κ ( | Δ p | → ∞ ) ,

(10)

con lunghezza di decadimento κ ≈ 2 Δ z * / 3 , movimento medio da trend-following Δ z *  ≡ 

c τ * , intervallo medio di transazione τ *  ≈ 3 L * 2 / N σ 2 e funzione di distribuzione
cumulativa complementare (CDF) P ( ≥ | Δ p | ; κ ) (vedere anche Materiale supplementare [35]
per la convalida numerica).    

FIGURA. 5.
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(a) Distribuzione giornaliera degli spread di compravendita per HFTs con la curva master
empirica (8) . (b) Profilo medio giornaliero del libro degli ordini per i migliori prezzi degli HFT,
concordando con la nostra linea teorica (9) senza parametri di adattamento. Qui la profondità
relativa è misurata dal prezzo medio del mercato anziché dal cm per semplicità, il che non ha
causato una grande differenza numerica rispetto alla nostra teoria (vedi Materiale
supplementare [35] ). (c) CDF segmentate su due ore per il movimento del prezzo con
precisione one-tick per le tre regioni temporali tipiche (vedere Materiale supplementare [35] ).
Le CDF sono esponenziali, coerentemente con la nostra previsione teorica (10). (d) Le CDF
segmentate su due ore vengono ridimensionate nella curva master esponenziale singola ogni
2 ore (62 regioni temporali). (e) Movimento dei prezzi CDF durante l'intera settimana
obbedisce a una legge di potenza dell'esponente α . (f) La lunghezza di decadimento κ
obbedisce a una legge di potenza Q ( ≥ κ ) ~ κ - m . (g) Struttura stratificata del libro
degli ordini dal nostro modello HFT. Il coefficiente di Pearson C - r ( C + r ) è tracciato

numericamente tra N - r ( N + r ) e Δ p con punto di crossover        γ c  ≈ 16.5 tpip. (h)

Correlazione lineare tra la variazione numerica totale N interna nello strato interno e il
movimento di prezzo Δ p con coefficiente di correlazione di 0.63.  

ANALISI DEI DATI MESOSCOPICI E MACROSCOPICI.-

Abbiamo poi esaminato se il nostro modello microscopico è coerente con il nostro set di dati. Il
profilo giornaliero empirica è stato studiato per la media chiedere portafoglio ordini per i migliori
prezzi di HFTs f A ( r ) [Fig. 5 (b) e materiale supplementare [35] ]. Sorprendentemente, abbiamo





P w (≥ |Δp|) =  ∫ 
∞ 

0

 dκQ(κ) P 2 h (≥ |Δp|; κ) α | Δp | - m ,

(11)

trovato un accordo quantitativo con la nostra teoria (9) senza parametri adeguati, che sostiene
fortemente la validità della nostra descrizione. 

Anche il CDF segmentato su due ore per il movimento del prezzo viene valutato con una
precisione di una precisione P 2 h ( ≥ | Δ p | ; κ ) [Fig. 5 (c) ], che obbedisce a una legge
esponenziale che è qualitativamente coerente con la nostra previsione teorica (10) . Il valore della
durata di decadimento κ di due ore varia in modo significativo durante una settimana. Per

rimuovere questa caratteristica non stazionaria, abbiamo introdotto il CDF ~ P
 2 h a

 due ore in

scala ( ≥ | Δ ~ p | ) ≡ P 2    h ( ≥  κ | Δ ~ p  | ;  κ ) / Z con i parametri di scala κ e Z [Fig. 5

(d)], incorporando così la legge esponenziale di due ore per l'intera settimana.  

I movimenti dei prezzi obbediscono a una legge esponenziale per brevi periodi, ma
contemporaneamente obbediscono a una legge di potenza per lunghi periodi con esponente α = 

3,6 ± 0,13 [Fig. 5 (e) ]. Questa apparente discrepanza deriva dalla natura della legge di potenza
della lunghezza di decadimento κ . Poiché κ circa obbedisce a una legge di potenza CDF Q ( ≥ 

κ ) ~ κ - m durante la settimana con m = 3,5 ± 0,13 [Fig. 5 (f) ], la settimana CDF P w ( ≥ 

| Δ p       | ) asintoticamente obbedisce alla legge di potenza come sovrapposizione della

CDF esponenziale segmentata su due ore,

con Q ( κ ) ≡ - d Q ( ≥ κ ) / d κ , coerentemente con l'esponente empirico α ≈ m . Il nostro
risultato è quindi coerente con la precedente legge sulla potenza riportata  [24-27] come

proprietà non stazionaria di κ . 

Poiché il nostro modello HFT che segue le tendenze mostra il movimento collettivo degli ordini
[Figs. 4 (d) e 4 (e) ], questo modello può riprodurre la struttura del libro degli ordini stratificato [15]
(vedi Materiale supplementare [35] ). Definiamo c - r ( c + r ) e a - r ( a + r ) come il numero di

offerte (ask) e annullamenti tra un tick alla distanza relativa r dal midprice del mercato. Definiamo
anche il cambio di numero N - r  = c -     r  -  a - 

r   ( N + r  =  c + r  -  a + r )alla distanzarper il

lato di offerta (chiedere). Il coefficiente di correlazione C - r ( C + r )è riportato in Fig. 5 (g)tra N - 

r ( N + r )eΔp      , mostrando correlazione positiva e negativa negli strati interno (esterno) ed
esterno (interno), rispettivamente . Mostriamo inoltre una correlazione lineare tra il movimento del
prezzo  Δ p e il numero totale di cambiamenti nello strato interno N interno ≡

∫ γ c
 - ∞

 dr( N 
- 
r  -  N 

+ 
r  ). Il modello HFT che segue la tendenza è quindi qualitativamente

coerente con i risultati precedenti[15](vedi anche Materiale supplementare per analisi dei dati[35]),
il che implica che la struttura a strati era la diretta conseguenza del movimento collettivo.

DISCUSSIONE.- 



Abbiamo studiato empiricamente il trend seguito dagli HFTs, inducendo il movimento collettivo
del book degli ordini. Questa proprietà non è stata acquisita nel precedente modello di ordine[16-
21] ed è stato fondamentale nel riprodurre i nostri risultati empirici. In effetti, nessuna delle nostre
scoperte empiriche, il profilo del libro degli ordini, il movimento esponenziale dei prezzi e la
struttura stratificata del libro degli ordini [15] sono stati riprodotti dal modello del libro degli ordini
precedente in parametri realistici in assenza del movimento collettivo (cfr. Materiale
supplementare [35] ). Ci aspettiamo che l'introduzione di questa mozione collettiva sui modelli di
ordini sia la chiave per replicare queste scoperte empiriche.

CONCLUSIONE.-

Abbiamo stabilito sia un modello microscopico che una teoria cinetica per i commercianti di FX
mediante l'osservazione diretta della dinamica delle HFTs, concordando quantitativamente con i
risultati empirici sotto ipotesi minime. Nel flusso dell'econofisica, il nostro modello (2) è il primo
modello microscopico direttamente supportato da prove microscopiche dinamiche e che mostra
accordo con reperti mesoscopici e macroscopici. Ci aspettiamo che si verifichi un nuovo flusso
verso descrizioni sistematiche del mercato finanziario basate su prove microscopiche. I lettori
interessati sono riferiti a Rif. [43] per ulteriori dettagli matematici.
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